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Ecuacion Diferencial

Se denomina ecuacion diferencial (ED) a la ecuacion que
contiene derivadas de una o mas variables respecto a una
0 mas variables independientes.

%=3xy y"'+y' 4+ x=cosx

Un ejemplo de las ecuaciones diferenciales consiste en las
ecuaciones clasicas de movimiento, que provienen de la
segunda ley de movimiento de Newtonw

F=m-a F=m-—




Ecuacion Diferencial

Tengamos presente las siguientes idea y hechos

 La Solucion de una ecuacion diferencial es una funcion cuya derivada
o derivadas satisfacen la ecuacion diferencial

e Una ecuacion de movimiento es una ecuacion diferencial obtenida a
partir de la segunda ley de Newton. F = ma

* En principio una ecuacion diferencial se puede resolver para dar la
posicion y velocidad en funcion del tiempo que cada particula en un
sistema gobernado por las leyes del movimiento



Ecuacion Diferencial

Tengamos presente las siguientes idea y hechos

* Una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes
constantes se puede resolver mediante el uso de una solucion de
prueba exponencial

* Una ecuacion diferencial lineal no homogénea se puede resolver si
se puede encontrar una solucion particular

* Una ecuacion diferencial exacta, se puede resolver mediante
integracion directa.




Ecuacion Diferencial

Tengamos presente las siguientes idea y hechos

* Algunas ecuaciones diferenciales inexactas se pueden convertir en

ecuaciones diferenciales exactas por la multiplicacion de un factor
Integrante.

* Algunas ecuaciones diferenciales parciales se pueden resolver por
separacion de variables

* Las ecuaciones diferenciales se pueden resolver numéricamente
mediante una variedad de métodos.



Ecuacion Diferencial

Entonces...

Una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacion que incluye x, y vy
derivadas de y.

De esta forma

Una funcion y = f(x) se denomina solucion de una ecuacion
diferencial, si la ecuacion se satisface cuando y y sus derivadas se
reemplazan por f(x) y sus derivadas.

Z_i’ +2y =0 y = Ce~%* (solucion general)

Donde C es cualquier numero real.



Ecuacion Diferencial

Verificando la solucion tendremos que:

dy
—4+ 2y =0
dx Y
y = Ce~** (solucién general)
Derivando la solucion general Sustituyendo en la ecuacion
) dy = Ce ?*(—2x)’ diferencial

dy = —2Ce **dx

mam)  dy

dx

mam) —2Ce ?* +2Ce™* =0

= —2Ce %%



Ecuacion Diferencial

Solucién
general:

= |

C=-2 | ! Y=

Curvas solucion paraxy’ +y =0

Algunas ecuaciones diferenciales tienen
soluciones singulares que no se pueden
escribir como casos especiales de Ia
solucion general.

Geométricamente hablando, la solucion
general de una ecuacion diferencial de
primer orden representa una familia de
curvas como curvas solucidn, una para cada
valor asignado a la constante arbitraria.

xy'+y=0 Ecuacion diferencial
C
X

y = Solucion general



Ecuacion Diferencial

Las soluciones particulares de la ecuacion diferencial se obtienen de
las condiciones iniciales que da el valores de la variable dependiente o
una de sus derivadas para un valor particular de la variable
independiente.

La condicion inicial se deriva del hecho de que, con frecuencia en
problemas que involucran “tiempo”, el valor de |la variable dependiente
o una de sus derivadas es conocida en el tiempo inicial. Ejemplo:

s"(t) = —32 Ecuacion diferencial
s(t) = —16t?> + C;t + C,  Solucidn general
s(0) = 80, s'(0) = 64 Condiciones Iniciales
s(t) = —16t* + 64t + 80 Solucidn particular



Ecuacion Diferencial

Ejemplo: Encontrar una solucion particular

Dada la ecuacién diferencial xy' — 3y = 0 verificar que y = Cx3es

una solucion y encontrar la solucion particular determinada por la

condicion inicial y = 2 cuando x = —3

Solucién Se sabe que y = Cx3es una solucién dado a que y’' = 3Cx?
Entonces de esta forma xy’ — 3y = x(3Cx?) —3Cx3 =0

Ahora, tomando las condiciones iniciales y = 2; x = —3 Se tiene que:
y = Cx3 Solucién General
2 =C(—3)> Sustituyendo la condicidn inicial
_22_7 =(C <¢mm Solucion paraC
3

) Y= ——— Solucidn particular



Ecuacion Diferencial

Ejemplo: Encontrar una solucion particular

Dada la ecuacién diferencial xy' — 3y = 0 verificar que y = Cx3es
una solucion y encontrar la solucion particular determinada por la

condicion inicial y = 2 cuando x = —3
Solucion 253 N ,
y=—— Solucidn particular

Ahora, como ejercicio verifiquemos esta solucion al sustituir yy y’ en la
ecuacion original.

NOTA: Para determinar una solucion particular, el numero de

condiciones iniciales debe corresponder con el niumero de constantes
en la solucion general.




Ecuacion Diferencial

Las ecuaciones diferenciales las podemos clasificar por tipo, orden vy
linealidad

Clasificacion por tipo
Ecuacion diferencial ordinaria (EDO): Si una ecuacion contiene solo

derivadas de una o mas variables dependientes de una sola variable
independiente.

Ecuacion diferencial parcial (EDP): Si una ecuacion que involucra
derivadas parciales de una o mas variables dependientes de dos o mas
variables dependientes.




Ecuacion Diferencial

Clasificacion por tipo
Ecuacion diferencial ordinaria (EDO): Ejemplos
dy d?y 5dy

— 4+ 5y = ¢e* =
dx Y dx2+dx+6y 0

Ecuacion diferencial parcial (EDP): Ejemplos

0°u 90°u 0°u 0d0%u _ou
W) + W 0 —_ = 7 —
dx= 0y dx2 Ot dt

dy+dx—2 +
dt “dar Y
8u_ v
dy  dx



Ecuacion Diferencial

Clasificacion por orden

El orden de una ecuacidn diferencial ya sea una EDO o una EDP es el
orden de |la mayor derivada en la ecuacion

d?y dy Término de primer orden

dx? + dx +6y=0 Termino de sequndo orden

Ecuacion de sequndo orden

@ N 6@ B 4d_y +9y =0 7,'érn?ino de primer orden
Termino de sequndo orden

dx3 dx? dx
Ecuacion de tercer orden Termino de tercer orden




Ecuacion Diferencial

Clasificacion por linealidad

Lineal: Se dice que una ecuacion diferencial de n-ésimo orden es lineal
si Fes linealeny,y’, ...,y

Esto significa que una EDO d n-ésimo orden es lineal cuando la ecuacion
anterior es

d™y d* 1y dy
an(x) —— g + ap_q(x) -1 Tt al(x) + ap(x)y = g(x)

X



Ecuacion Diferencial

Clasificacion por linealidad

d
an () T2+ @y 1 () g + o+ () == + ag (D) = 9(x)

En la combinacion de la suma del lado izquierdo de |la ecuacién anterior,
vemos que las dos propiedades caracteristicas de una EDO son:

* La variable dependiente y y todas sus derivadas y’,y", ..., y(™son de
primer grado, es decir, la potencia de cada término que contiene y es
igual al uno.

* Los coeficientes de ay, a4, ...,a,, de y',y", ...,y(") depende de la

variable independiente x




Ecuacion Diferencial

Clasificacion por linealidad

No lineal: es simplemente una que no es lineal.

Las funciones no lineal de la variable dependiente o sus derivadas o sus

derivadas tales como sen y o e”, NO pueden aparecer en una ecuacion
lineal




Ecuacion Diferencial

Clasificacion por linealidad
Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Lineales

d3y dy
y —x)dx + 4xdy = 0 y'—2y" +y=0 3__ 2 i 5 — X
( x)dx X y y X 723 +xdx e
Las ecuaciones anteriores son, ecuaciones diferenciales lineales de

primer, segundo y tercer orden respectivamente.
(y —x)dx + 4xdy = 0
Es lineal en la variable y cuando se escribe de la siguiente forma:

Axy' +y = x



Ecuacion Diferencial

Clasificacion por linealidad
Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales No Lineales

(1—y)y"'+ 2y =e* Término no lineal: coeficiente dependiente de y

d*y
axz T =0
d*y L L .
3 +vy2=0 Término no lineal: el exponente es diferente de 1
X

Son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de
primer, segundo y cuarto orden, respectivamente.



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

iIHABLAME!

ASG9=0

Let y=—:'~d—u =y=rf+ysutau=0
u dx B

but wp 2"t = P et - e = 0
= w=twdyy (x)+epd y, (1), From
Sz =2 0=, 00
x
and Jofx)=-2J,(x0+ d,_ylx) =
X
l.'l

a) analitico b) cualitativo ¢) numérico

Métodos para el estudio de las ecuaciones diferenciales



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones
diferenciales

Resolver una ecuacion
diferencial de forma analitica

puede ser muy dificil o casi
imposible. Sin embargo, existen
aproximaciones  graficas vy
aproximaciones numeéricas.

De forma grafica tenemos el
método de campos de
pendientes y de forma
numeérica el método de Euler.

Curva de solucion

exacta

Aproximacion
de Euler

(%5 ¥,)

/[ (x,9))
hF(xy, y,)
\ h
Pendiente F(x, y,)

|
0 Xy + h

método de Euler.

\ N — /2 —:— /]
\ N~~~ F /| | |
\ \ N — %/ |/ | |
U N N N /
—F—%—% —F————
2NNy ?
' VNN X — /2 /]
U T U N = = /
VY 2% N — ~/ /

campos de pendientes



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente

Con una aproximacion grafica se puede usar para aprender mucho para
aprender acerca de la solucion de una ecuacion diferencial.

Consideremos una ecuacion diferencial de la forma y’= F(x,y) donde F(x,y) es
una expresion en x y y. En cada punto de (x,y) en el plano xy donde F esta
definida la ecuacién diferencial determina la pendiente y’=F(x,y) de la
solucion en ese punto.



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Campos de Pendiente

Entonces, si dibujamos una recta corta con pendiente F(x,y) en los puntos
seleccionados de (x,y) en el dominio de F; estos segmentos formaran un
campo de pendientes o un campo de direcciones para la ecuacion
diferencial y’ = F(x,y). Cada segmento tiene la mlsma pendiente que la curva

de solucion en a través de ese punto. .
\‘Aﬁ@/’/z‘unu— , “\\
S SR solucion h

pendiente
m=138

A

Una derivada dy/dx de una
funcion derivable y = y(x) da
las pendientes de las rectas
tangentes en puntos de su

rafica
graf >




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente

Entonces, si dibujamos una recta corta con pendiente F(x,y) en los puntos
seleccionados de (x,y) en el dominio de F; estos segmentos formaran un
campo de pendientes o un campo de direcciones para la ecuacion
diferencial y’ = F(x,y). Cada segmento tiene la misma pendiente que la curva
de solucion en a través de ese punto. -

Un campo de pendientes

muestra la forma general de

todas las soluciones y muestra

una perspectiva visual de las
soluciones a una ecuacion —
diferencial




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente
Ejemplo: Representar un campo de pendientes de la ecuacion diferencial
y’=x —y para los puntos (-1,1), (0,1) y (1,1)
Solucion y

La pendiente de la curva solucion en cualquier

punto (x,y) es F(x,y)=x—y

Entonces... Yk -1

1. .Sustituimos los valores de (x,y) dados en la

ecuacion y’=x—y valoresdey’: (-2) (-1) (0)
2. Con los valores obtenidos dibujamos
segmentos cortos en los puntos dados




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente

Ejemplo: Trazar un campo de pendientes para la ecuacion diferencial
y'=2x+ty
Solucion

1. Realizaremos una tabla que muestre las pendientes en varios puntos (es
necesario calcular las pendientes en muchos puntos para tener un campo
representativo)

x| 2.2 1/ 1]/0_ 0 1 1 2 2
y -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1

y'=2x+y 5 -3 -3 -1 -1 1 1 3 3 5



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente

Ejemplo: Trazar un campo de pendientes para la ecuacion diferencial
AV

y'=2x+y A

SOIUCién \ N\ — 72+ [ [ [ |
o \ N~ —~ = / | | |

2. Dibujaremos los segmentos de VNN — ks
rectas en los puntos con sus Vv N~k
respectivas pendientes. oy PR

Nota: Dibujar un campo de pendientes a 2NN\ kg 2

mano puede resultar muy tedioso. En la Vv N N X —

prc{?ctica se ;uelen dibujar mediante un AU N A

método grafico Loy 2 —




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Campos de Pendiente

Ejemplo Trazar un campo de pendientes para la ecuacmn diferencial
y ' =2x+y
Solucion

3. Si queremos dibujar hallar una
solucion particular, se debe
dibujar la curva solucion tal que
ésta se mueva paralela al

e —_hd = - - —

\
\
\
\
X
\
\
\
“u

—_— = o — == S /

- 2
V4 \N = ~— / X f
segmento mas cercano.
. \ % — / [/ [/
4. Si tomamos el punto (1,1) se debe s ;)
hacer lo mismo para la izquierda del D N

punto.



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Método de Euler

Es un método numérico para aproximar la solucion particular de la ecuacion
diferencial y’ = F(x,y) que pasa a través del punto (xy, yy) y tiene pendiente
de F(xgy,Yo) en ese punto. Esto da un “punto inicial” para aproximar la
solucion.

A partir del punto inicial, se sigue en la direccion indicada por la pendiente.
Mediante un pequefo paso h, se nueve a lo largo de la recta tangente hasta
llegar al punto (x4, y1)

X1=Xo+h y vy, =Y+ hF(xq,Y0)



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Método de Euler

Y1 = Yo + hF(xo,¥0)

Vo =Yy1 + hE(xq, Y1)

V3 =Y + hF(x3,¥,)

xlsz‘l‘h
x2:x1+h
X3 =Xy +h

VYn = Yn-1+ hF(Xp-1,Yn-1)
Nota: se pueden obtener mejores aproximaciones

de la solucion si se escogen tamanos de paso cada
vez mas pequenos

Xy = Xn_1 t+h

Yo

Curva de solucion
exacta

Aproximacion
de Euler




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Método de Euler

Advertencia: El método de Euler sélo es
uno de los diferentes métodos en los que se
puede aproximar una solucion de una
ecuacion diferencial. Aunque por su sencillez
es atractivo, esté método rara vez se usa en
los calculos serios. Hay métodos que tienen
mas precision como el método de Runge-
Kutta (método RK4)

}?
: N
método
RK4 .
solucion
exacta
- (0,1) método
Euler
o . . S
1 2 3 4 5




Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales

Método de Euler

Ejemplo: Usar el método de Euler para aproximar la solucion particular de la
ecuacion diferencial y’ = x —y que pasa a través del punto (0,1) usar un paso

de h=0.1
Solucion: Medianteh = 0.1,x, =0,y =1y F(x,y) =x—y
Entonces se tiene que:

xO — 0 y() :1
X1 =XO+h=01 V1 =y0+hF(x0,y0) = 0.9
Xy = X1 + h =0.2 Yo = V1 + hF(.xl,yl) = 0.82

X10 = X9 +h=1.0 Y10 = Yo + hF(Xg, yg) = 0.697



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Método de Euler

Solucion: Colocaremos todos los datos en una
tabla y luego graficaremos la solucion.

X, 0 0.1 0.2 0.3 0.4 1 ‘//
Solucidon
aproximada

Solucidon
exacta

0.900 0.820 0.758 0.712 T

0.4 +
nn-nn- Il

0.681 0.663 0.657 0.661 0.675 0.697 T

Nota: Se puede verificar que la solucion exacta
delaEDesy =x —1+ 2e™%.



Ecuacion Diferencial

Resolviendo las ecuaciones diferenciales
Método de Euler

Reto: En el tiempo t=0 minutos, la temperatura de un objeto es 140 °F. La

temperatura del objeto cambia a un ritmo o velocidad dado por la ecuacion

dT_ 1T -
dt 2( )

a) Usar una herramienta de graficacion y el método de Euler para aproximar
las soluciones de esta ecuacion diferencial en t =1, 2 y 3. Usar un paso de
h=0.1y un paso h = 0.05

b) Compara los resultados con la solucidon exactas
T =72+ 68et/2




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos
matematicos

Con frecuencia se desea describir en términos
matematicos el comportamiento de algunos
sistemas de la vida real, ya sean fendmenos
fisicos, sociolégicos o incluso econdmicos.

3

)
(@

N\ \
'\\\\\\“\\

i




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos
matematicos

A esta descripcion matematica de un sistema
de fenomenos se llama modelo matematico y
se construye con ciertos objetivos. Por
ejemplo:

e entender los mecanismos de cierto
ecosistema.

e Estudiar el crecimiento de cierta poblacion
animal.

e Datar fosiles

e Estudiar el decaimiento radiactivo




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

La formulacion de un modelo matematico de un sistema inicia con:

1. La identificacion de las variables que ocasionan el cambio del sistema (se
puede elegir no incorporar todas las variables en el modelo desde el
comienzo).

2. Se establece un conjunto de
suposiciones o hipotesis del sistema
que estamos tratando de describir (Se
incluyen todas las leyes empiricas que
se pueden aplicar al sistema).




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Para algunos objetivos quiza baste con conformarse con modelos de baja
resolucion, como por ejemplo despreciar la fuerza de friccion del aire para
describir el movimiento de un cuerpo.

~ WEhy-t61<0 Ohy, 6229y 18 o MADT . adfuco, ’
M) w —* ~ i et ) 2 "I %

PNA RSSO Y  Ahora, si eres un cientifico cuyo
‘;.’ s, e : : :
bt e Sl e trabajo es predecir con exactitud el
; v i 5@;{ Py AR movimiento de un cuerpo con
-1 AP R A s : :
exactitud para conocer la trayectoria
de vuelo y alcance, habra que
considerar la resistencia del aire vy

otros factores

B 159 9((7 3)




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

NOTA: Como las hipodtesis acerca de un sistema implican con frecuencia una
razon de cambio de una o mas variables, el enunciado matematico de todas
esas hipotesis puede ser una 0 mas ecuaciones que contengan derivadas.

Un modelo matematico puede ser una ecuacion diferencial o un sistema de
ecuaciones diferenciales.

* Una vez formulado el modelo, se busca resolverlo y si la solucion es
consistente con los datos experimentales, se puede aumentar el nivel de
resolucion del modelo o hacer hipotesis alternativas de los mecanismos
del sistema.



Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

— Expresar las hipdtesis en Formulacion
e ———————— r - - ﬁ-
Hipotesis términos de las ecuaciones matematica
diferenciales

S1 es necesario, modificar
las hipdtesis 0 aumentar Resolver las ED
la resolucion del modelo

Comprobar las

. Y
dplre{hiimlones Presentar las predicciones Obtener

€1 modelo con del modelo (por ejemplo, soluciones
hechos conocidos

en forma grafica)

Una solucion del modelo expresa el estado del sistema; es decir, los
valores de las variables o variable dependiente para los valores adecuados
del tiempo, pueden describir el sistema en el pasado, presente y futuro



Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Dinamica poblacional: Uno de los primeros intentos para modelar el
crecimiento de la poblacion humana por medio de las matematicas se realizo
en 1798 por Thomas Malthus. Su modelo parte de la suposicion de que la
razon con la que la poblacion de un pais crece es un periodo de tiempo es
proporcional a la poblacion total del pais en ese tiempo.

ap dp N k es una constante
—aP 0 — =kP _ ,
dt dt de proporcionalidad

Este modelo simple, falla si se consideran otros factores
qgue puedan influir en el crecimiento o decrecimiento de
la poblacion




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Decaimiento radiactivo: el nucleo de un atomo esta formado por
combinaciones de protones y neutrones. Muchas de esas combinaciones son
inestables (los atomos se desintegran y se convierten en atomos de otras
sustancias) Por ejemplo el radio Ra-226 se transforma en radén Rn-222.

El decaimiento radiactivo es proporcional al ndmero de nucleos A
-
// :.\ dA dA k es una constante

_— — 0] — =
e ST, ad dt K de proporcionalidad

A veces una sola ecuacion diferencial puede servir de
modelo matematico de muchos fendmenos distintos
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton: de acuerdo con la ley
empirica para el calentamiento o enfriamiento de Newton, |la rapidez con la
que cambia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y del medio que le rodea (temperatura

ambiente)

ar T—-T, © ar = k(T —-T,,)
t * m dt m
T Temperatura del cuerpo

T,, Temperatura del medio

Para ambos casos calentamiento o enfriamiento si la
temperatura del medio es constante se tiene que k<0
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Propagacion de una enfermedad: Una enfermedad contagiosa como un
virus de gripe, se propaga por una comunidad de personas que han estado
en contacto con otras personas enfermas. Entonces x(t) denotaria el nimero
de personas; mientras que y(t) denotaria a las personas que aun no han sido
expuestas. dx )

_— x

ac ~ Y

Supongamos que en una pequena comunidad tiene una
poblacion fija de n personas. Si se introduce una persona
infectada en la comunidad se tendriaque x+y=n+1

Y o kx(n+ 1
i x(n X)
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Reacciones Quimicas: Se dice que la desintegracion de una sustancia
radiactiva sigue una ley de primer orden; pero también muchas reacciones
guimicas siguen esa misma ley empirica

Entonces si X(t) es la cantidad de sustancia A, se tiene que dX/dt = kX Donde

k es una constante negativa debido a que X es decreciente
Ao o " s, -

En la reaccidon anterior la concentracion
del cloruro de terbutilo controla Ia
rapidez de la reaccion
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Cuerpos en Caida: Para establecer un modelo matematico del movimiento
de un cuerpo que se mueve se toman en consideracion las leyes de Newton.
Entonces supongamos que se arroja una pierda desde lo alto de un edificio
¢ Cual sera su posicion s(t) con respecto al suelo en el tiempo t.

mmmm
HHH
HHH
HH

edificio

p O —
|
|
. |
vt |

s(r)

suelo

d?s ,
gz 9 (0) = 5,,5'(0) = v,

F=2FK F=ma

leyes de Newton
La aceleracion de la piedra es la segunda derivada de |a
posicion, entonces si la altura del edificio es s, y la
velocidad inicial de la roca es v, entonces se tiene que:

1
s(t) = —Egt + vyt + s
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Comentarios

En los ejemplos anteriores se han descrito sistemas dinamicos que consiste
en un conjunto de variables dependientes del tiempo, que se llaman
variables de estado, junto con una regla que permita determinar sin
ambiguedades el estado del sistema en términos de un estado prescrito al
tiempo t,.

Por otro lado, el estado del sistema al tiempo t es el valor de las variables de
estado en un instante: el estado de tiempo t, es simplemente las
condiciones iniciales que acompanan al modelo matematico
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Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

Comentarios

La solucion (a la ecuacion diferencial) a un problema con valores iniciales se
llama respuesta del sistema.

Finalmente, No todos los sistemas que se estudian
son dinamicos, existen sistemas estaticos en que el
modelo matematico es una ecuacion diferencial
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Ecuaciones diferenciales

Resolviendo una ecuacion diferencial 1

2x Syi=x*+C
y'=— Escribir la ecuacion original 2

Y Aplicar la regla de la potencia

= 9 Multiplicar ambos miembros
YV = 4X  pory

y? —2x% = (4

Reescribir, sea C = 2(C;

f yy'dx = f 2xdx  Integrar respecto a x

Jy dy = J 2xdx dy = y’dx
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Ecuaciones diferenciales

Resolviendo una ecuacion diferencial
En la practica, mas personas prefieren usar la notacion de Leibniz y las
diferenciales cuando se aplica la separacion de variables

sy?=x*+C
27 =7

y2 _2x2 = C1




Ecuacion Diferencial

Ecuaciones diferenciales

Modelos de crecimiento y decrecimiento

En muchas aplicaciones, el ritmo o velocidad de cambio de una variable y
es proporcional al valor de y. Si y es una funcion del tiempo t, la
proporcion se puede escribir como

dy
— = Ky ¢mmsmm=_ proporcional ay

e

Razén de La solucion general de esta ecuacion
cambio diferencial se proporciona en el
siguiente teorema

dey
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Ecuaciones diferenciales

Modelos de crecimiento y decrecimiento

Teorema

Si y es una funcion derivable de ttal quey > 0y y’' = ky, para alguna
constant k, entonces:

y = Cekt

Donde C es el valor inicial de y y k es l|a constante de
proporcionalidad. El crecimiento exponencial se produce cuando k > 0
y el decrecimiento cuando k < 0
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Ecuaciones diferenciales

Demostracion

d
=) o

dt

d
& = kdt

y

fld fkdt
—_— y:
Y

# - Iny=kt+C

kt ,C

y = elle

y = Ce*t

Asi, todas las soluciones de y' = ky
son de laforma y = Ce™

Diferenciar y = Ce** con respecto a
t, y verificar que y' = ky
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Ejemplo: La razon de cambio de y es proporcional a y. Cuando t=0, y=2.
Cuando t=2, y=4 éCual es el valor de y cuando t = 3?

+ (3,5.657)
) y = 2¢0:34661

Solucién: dado que y' = ky, se sabe que y y t se
relacionan con la ecuacién y = Ce**

2=Ce" ‘ C=2 Cuandot=0,y=2

1
4=2e* mm) | — 5In2 ~ 0,3466
Cuandot=2,y=4

Finalmente se tiene que y = 2e%3%%%t, Cuando

o2 3 t=3 y=5,657
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Ejemplo: Suponer que 10 gramos del isétopo 23?Pu se liberaron en el
accidente nuclear de Chernobyl. ¢ Cuanto tiempo tomara a los 10 gramos
disminuira 1 gramo?

Solucion: considerando que y representa la masa en gramos
del plutonio y |la tasa de desintegracion es proporcionalay se
tiene que y = CeX! t es el tiempo en afios

10 = Cek0 = Ce® mmmm) (=10 Cuandot=0,y=10

t1 para el *°pu = 24100 afos
2

= k24100 1 k24100
1 1 5 =10e > S=e
24100ln 2) =k mam) k= —0,000028761
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Solucion: De esta forma el modelo es

/

50000

anos

100000

1 = 10e 0000028761t ¢ = 80059 afios

Nota: El modelo de  decrecimiento

exponencial de este ejemplo se puede escribir

1)1:/24100

como y=10(5 Este seria un

modelo mas facil de derivar, pero no es
conveniente para algunas aplicaciones

Nota: El decrecimiento radiactivo se medie en términos de
la vida media (tiempo requerido para reducir la muestra
radiactiva a la mitad)
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Ejemplo: Suponer que una poblacion experimental de moscas se incrementa
conforme a la ley de crecimiento exponencial. Habia 100 moscas antes del
segundo dia del experimento y 300 moscas después del cuarto dia. ¢ Cuantas
moscas habian en la poblacion original?

Solucién: De esta forma el modelo es y = Ce*t el nimero de moscas al
momento t se mide en dias y que y es continua donde el numero de moscas
es discreto. Dadoaquey=100parat=2; y=300parat=4.

100 = Ce?2k mE) 300 = 100e 2ketk
300 = 100e2k
— 4k
300 = Ce 3o

mm) (C = 100e72 1
E1n3 =2k k= 0.5493
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

, . : y
Asi, el modelo de crecimiento exponencial es: A

() () (4, 300)
y=C p0.5493t

Para resolver C, replicamos la condicion y =
100 parat=2

100 = CeO.5493(2)
m=) (C = 100e 10986 x 33

Numero de moscas

Entonces: y = 33¢0:5493¢

Parat=0 y = 33¢0:5493(0) — 33 Tiempo (en dias)
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Ejemplo: Sea y la temperatura (2F) de un objeto en una habitacion cuya
temperatura se conserva constante a 6029. Si la temperatura del objeto baja
de 1002 a 902 en 10 minutos, éicuanto tiempo se requerira para bajar la
temperatura a 8027

Solucion: Por la ley de enfriamiento de Newton se sabe que la razon de
cambo en vy es proporcional a la diferencia entre y y 60.

y' =k(y—60) —> fy —d Jkdt

dy
— = k(y — 60
e (y )

1 Dado aquey > 60
> oY = kat Ry In(y — 60) = kt + C,

Inly — 60| = kt + C;
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Solucién: Entonces Para cuando y =90 cuando t = 10

In(y —60) =kt+ C, =) 90 = 60 + 40e*(10)
m) y-— 60 =ektta 30 = 4010k
= 60 + Ce*t — ,C 1 3
-y C=en k = —In (—) ~ —0.02877
Para y = 100 cuando t = 0, se obtiene 10 4
que
100 = 60 + Cek© m)  y =60 + 40e 002877t

C = 40 Modelo de enfriamiento
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Modelos de crecimiento y decrecimiento

Solucién: Finalmente, cuando y = 80, se obtiene que

80 = 60 + 40e~002877¢

20 = 406_0'02877t

— — p—0.02877t

2

1
In (E) = —0.02877t

t = 24.09 minutos

y
A

140 B P U PSP RP PP
CL)L‘ 120 B PP U U P TP PP TPPRI
100

80 (10, 9Q)-- = —
(24.09, 80)

n
— 1
=
—
-
-
S

L
~—

Temperatura
N B D
o o O

| | |
!
<
[
N
S
+
AN
=
mI
o
=)
o
(0 e]
~J
=

Tiempo (en minutos)
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Separacion de variables
Considerar una ecuacion diferencial que pueda escribirse de la forma

_ o Donde M es una funcion continua solo de x y N es
una funcion continua solo de y.

d
M) + N =

Tales ecuaciones se dicen que son separables, y el procedimiento de
solucion se denomina separacion de variables

Ecuacion diferencial original Reescrita con variables separables
dy 2
24+3y—=0 3ydy = —x“dx
* Y dx
y'sen(x) = cosx dy = cotx dx
Xy’ _, L 4y =24
ey +1 ey +1 Y T x
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Separacion de variables

Ejemplo: dada |la condicion inicial y(0) = 1, encontrar la solucion particular de
2
la ecuacion xydx + e ™* (2 —1)dy = 0

Solucion: Note que y = 0, es una solucion de la ecuacion diferencial pero no
satisface la condicion inicial. Entonces aplicando variables separables se

tiene que N ,
——]dy = — *d
xydx + e * (y2 —=1dy =0 f (y > Y= fxe *

1
y__ In|y| = ——e*¥ 4 (C

e~ (y2 — 1)dy = —xydx > 5
( 1> , De las condiciones iniciales se tiene que
y——]dy = —xe” dx 2 1
Y %—ln|y|=—56x2+1
y2 —lny2 = —eX" 42
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Separacion de variables

>

Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la curva que
pasa a través del punto (1,3) y tiene pendiente 127

y/x* en cualquier punto (x,y) 0.

Solucion: Dado a que |la pendiente esta dada por
y/x? setieneque: 7T

1 1
ax — 4 y = e_(E)JrCl = Ce_(E)
dy x?
dy dx De la condicion iniciales

— = = se tiene que y(1) = 3

1
1n|)’|=—;+C1 y=3e x x>0 L
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Algunas ecuaciones diferenciales que no son separables en x y y se pueden
separar por un cambio de variables. Este es el caso de las ecuaciones de la
forma y' = f(x,y), donde f es una funcion homogénea.

Se dice que la funcién dada por f(x,y) es homogénea de grado n

f(tx,ty) =t"f(x,y) Funcion homogénea de grado n ; = §
A 9E ;o

Donde n es un numero real
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Dicho en otras palabras, Una ecuacion diferencial homogénea es una

ecuacion de la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Donde My N son funciones homogéneas del mismo grado.

Ejemplos Verificar funciones homogéneas
a) f(x,y) = x*y — 4x3 + 3xy?
b) f(x,y) = xe¥ + ysen (y)

c) f(x,y) = x + y?
d) f(x,y) =x/y
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Ejemplos Verificar funciones homogéneas

a) f(x,y) =x?y —4x3 4+ 3xy? es una funcién homogénea de grado 3
dado que:

ftx, ty) = (tx)*(ty) — 4(tx)° + 3(tx) (ty)
= t3(x%y) — t3(4x3) + t3(Bxy?)
= t3(x%y — 4x3 + 3xy?)

=t°f(x, )
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Ejemplos Verificar funciones homogéneas

b) f(x,y) = xey + ysen(
que:

y

;) es una funcion homogénea de grado 1 dado

t
x,ty) = txe™t + tysen (%)

= y
=t (xey + ysen (;))

=tf(xy)
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Ejemplos Verificar funciones homogéneas
c) f(x,y) = x + y% no es una funcién homogénea dado que

fltx, ty) = tx + t?y? = t(x + ty?) # t"(x +y?)

d f(x,y) =§ es una funcion homogénea de grado 0
dado que
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Teorema: Cambio de variables para ecuaciones homogéneas

Si M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 es homogénea, entonces se puede
transformar en una ecuacion diferencial cuyas variables son separables
por la sustitucion

y = VX

Donde v es una funcion derivable de x
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Separacion de variables

Ejemplo: Encontrar la solucidn general de (x — y?)dx + 3xydy = 0
Solucién: dado a que (x? — y2) y 3xy son homogéneas de grado 2 usar

y = vx para obtener dy = xdv + vdx
(x? — v?x%)dx + 3x(vx)(xdv + vdx) = 0
(x? + 2v°x%)dx + 3x3vdv =0
x?(1+ 2v%)dx + x*(Bvx)dv = 0
Al dividir entre x? y separar variables, se obtiene
(1 + 2v%)dx = —3vxdv

de_f 3v P
X 1+ 202 )%
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Separacion de variables

Ejemplo: Encontrar la solucién general de (x? — y?)dx + 3xydy = 0

3
In|x| = —Zln(l + 2v%) + C4 ‘

An|x| = =31n(1 + 2v2) + In|C]| a

C=2
In|x|* = In|C(1 + 2v*) 77 M
x*=C(1+2v%)3

> X
1
Al regresar el cambio se produce la solucion general JR

2 —3 223 1 -
xt=c(1+2(2 1+22 ) x* =
X X2

(x% + 2y%)3 = Cx*
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Separacion de variables

Ejemplo: La razon de cambio del numero de coyotes N(t) en una poblacion
es directamente proporcional a 650 — N(t), donde t es el tiempo en afios.
Cuando t =0, la poblacion es 300 y cuando t = 2, la poblacion se incremento
a 500. Encontrar la poblacion cuando t= 3

Solucion Dado a que el ritmo de cambio de la poblaciéon esta dado por:

—In|650 — N| = kt + C;
In|650 — N| = —kt — C;
650 — N = e~ =G
N = 650 — Ce™*t

dN—k 650 — N

dN
650 — N

f an —fkdt
650 — N

= kdt
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Separacion de variables
Solucion Si se usa N =300 cuando t = 0, se obtiene que C = 350, de esta

forma
N = 650 — 350e "¢ N
Para N =500 cuando t = 2 se tiene que: 700
w600
500 = 650 — 350e*(2) £ -
o2k =2 J ~ 04236 g w0-
7 5 30
El modelo del coyote es: Z 200+
N — 650 _ 3506_04236t L0 o

| | | I | 1
1 2 3 4 5 6

Cuando t= 3/ N = 552 COyOtes Tiempo (en afios)

Nota: si bien este modelo es aproximado, hay otros modelos que son mejores
para estimar la poblacion como es el modelo predador-presa
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

y
A
|
|
|
|
|

Para algunas aplicaciones en electrostatica,
termodinamica e hidrodinamica es necesario
encontrar familias de curvas, cada una de las cuales es
ortogonal a todos los demas miembros de una familia

de curva dada:

|
|
|
I
2 2 __ |

X+ yo = C Cada recta y = Kx es una

Cada una de las cuales intersecta a las rectas de la  travectoria ortogonal de la

familia en éthlOS rectos familia de circunferencias
vy =Kx

Estas dos familias de curvas se dicen mutuamente ortogonales y
cada curva en una de las familias se denomina como una

trayectoria ortogonal
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Ejemplo: Describir las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada
C /7 [} [} [} o e

pory = —para C # 0 trazar la grafica para varios miembros de cada familia

Solucion: Primero, resolver la ecuacion dada para Cy escribir xy = C.
Entonces, por derivacion implicita con respecto a x, se obtiene

xy'+y=0 Dado a que y’ representa la pendiente de la
dy B familia de curvas dadas en (x,y), se deduce que la
e~ Y familia ortogonal tiene la pendiente reciproca
negativa
dy Y @ _Y
R dx x

dx  x
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Solucion: Ahora se puede encontrar la familia ortogonal por separacion de

variables integrando N Familia
Familia dada: ortogonal:
xy=C Y yi—x?=K ,
P P Los centros estan en el
yay = | xax origen y los ejes
transversales son verticales
y?  x? . para K>0 y horizontales
7_7+ 1 x parakK<O0
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

y
A
|
|
|
|
|

Para algunas aplicaciones en electrostatica,
termodinamica e hidrodinamica es necesario
encontrar familias de curvas, cada una de las cuales es
ortogonal a todos los demas miembros de una familia

de curva dada:

|
|
|
I
2 2 __ |

X+ yo = C Cada recta y = Kx es una

Cada una de las cuales intersecta a las rectas de la  travectoria ortogonal de la

familia en éthlOS rectos familia de circunferencias
vy =Kx

Estas dos familias de curvas se dicen mutuamente ortogonales y
cada curva en una de las familias se denomina como una

trayectoria ortogonal
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Ecuacion diferencial logistica y

El crecimiento exponencial es ilimitado, pero
cuando describe una poblacion, con frecuencia
existe algun limite superior L mas alla del cual
no puede haber crecimiento.

logistica

El limite superior L se denomina capacidad

limite o de soporte y es la maxima poblacion
y(t) que se puede soportar conforme aumenta
el tiempo t

Un modelo que se usa con regularidad para este tipo de

. . [ Y 4 [ ] [J V 4 [ d
crecimiento es la ecuacion diferencial logistica d—jt] = ky (1 — %)
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Ecuacion diferencial logistica

Ejemplo: Resolver la ecuacién diferencial logistica =

Solucion: Empezar por separar variables

y y

(-}

a YU T

dy = kdt

Y

3’(1 L)

1+ 1 )d —fkdt

y L-—y Y

Inly| —In|L —y|=kt+C

L —
In y| = _kt—C
y
L —
| y| _ p—kt=C — ,—C,—kt
y

Todas

Nota: las
ecuaciones logistica
presentan la forma
de esta solucion
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Ecuacion diferencial logistica

Ejemplo: Una comision estatal libera 40 alces en una zona de refugio.
Después de 5 anos, la poblacion de alces es de 104. La comision cree que la
zona no puede soportar mas de 4000 alces. La tasa de crecimiento de la

poblacién es p— = kp (1 — m), 40 < p <4000 donde tes el numero
de anos.

a) Escribir el modelo para la poblacion de alces en términos de t.

b) Representar el campo de pendientes de la ecuacion diferencial y la
solucion que pasa por el punto (0,40)

c) Usar el modelo para estimar la poblacidon de alces, después de 15 ainos
d) Encontrar el limite del modelo cuando t — o
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Ecuacion diferencial logistica

Solucion: a) Se sabe que L = 4000 entonces se tiene que:

p=< 4000 ) Dado a que p(0) = 40, se |

1+ he—kt puede observar que:
4000 4000

40 = 40 = | ——
(herm) = 0=(1%3)

=> p=99

Luego cuando t =5y p =104, se puede resolver que k es:
4000 B 4000
104 = (1 n 996_k(5)> =) k =0.194 =) P= (1 + 998—0.19415)
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Ecuacion diferencial logistica

Solucién: b) si se usa una herramienta grafica se tendria que, se puede
representar el campo de pendientes de: 5 000

dp p L =4000 m=)

e = V1P (1 N 4000)

c) Para estimar la poblacidén en 15 anos, se debe
sustituir el tiempo por 15

4000 4000
p = = = p= —0.194(15
1 + 99¢—0.194t 1+ 99e (15)

L e B L,
L L,
L e B L,

T
"
A
P
P
Ff
Pl
o
i
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Ecuacion diferencial logistica

Solucion: d): Como t se incrementa sin saltos en el denominador
5000

- 4000
P = 1 4+ 99, —0.194t | = 4000 :>
I 4000 4000
= | M0 0——
tl_PQo 1 4+ 99¢—0.194(t) 1 + 99¢—0.194(1)

4000
> —— | = 4000

L e o,
L e e e e T B o,
L i e T I,
W T T T T, e A -

TN
"
o
Ff
Ff
s
Ff
Ff
o
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales lineales son una familia especialmente
“amigable” de ecuaciones diferenciales en las que, dada una ecuacion lineal,
(sea de primer orden o de un miembro de orden superior) siempre existe
una buena posibilidad de encontrar algun tipo de solucion.

Definicion de ecuacion diferencial lineal de primer orden

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacion de la
forma:

2+ P(x)y = Q(x)

Donde P y Q son funciones continuas de x. Se dice que esta ecuacion
diferencial lineal de la forma normal
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

. . : : d
El método para resolver una ecuacion diferencial d—z+P(x)y= Q(x)

depende del hecho notable de que el de la ecuacion se pueda
reformular en forma de |la derivada exacta de un producto multiplicando los

dos miembros de la ecuacion por una funcidn especial u(x).

Es relativamente facil encontrar una funcion u(x) porque queremos:

d dy du dy
— [u(x)y] = Ko + FrLdnkar + UPy Deben ser iguales

dx
| J
| |
Producto Regla del Fl rIr;Il)embro |z|(3c|y||e_rdo de
oroducto a se multiplica por

u(x).
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

d dy du dy

a[li(x))’] = ME-I_E}] = ME‘FMPY

La igualdad es verdadera siempre que:

C‘iu—ﬂ = Pdx W) In|u(x)| = fP(x)dx +C, By u(x) = Cyel PXx

Podemos simplificarnos la vida haciendo C, = 1, porque todos los multiplos
constantes C, = 2,C, = 3 ..., C;, = n producen el mismo resultado:

p(x) = el POE 2+ P(0)y = Q(x)

Se llama factor integrante para la ecuacion
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Entonces:

21 Py =Q(x) W u(x)2+u)PE)y = u(x)Q )
\ l
|

[ P(x)dx 4y [ P(x)dx _ [ P(x)dx Multiplicando ambos lados
€ dx te P(x)y=e Q%) por el factor integrante

d
— efP(x)dxy] _ efP(x)de(x)

Integrando ambos lados de
la ecuacion

efP(x)dxy _ f efP(x)de(x) +C »
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Entonces: o P()dx,, — j el PXAX0 () + C

Resolviendo para y se obtiene una familia uniparamétrica de soluciones

y = e—fP(x)dx J efp(x)de(x) + Ce—fP(x)dx

NOTA: Se debe hacer énfasis en que no debe memorizar la formula anterior
sino seguir el procedimiento cada vez

y = ﬁf u(x)Q(x)dx  Solucién general
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

En resumen

)
i)

\"2

Recuerde llevar la ecuacion diferencial a la forma normal

ldentifique de la identidad de la forma estandar P(x) y después

determine el factor integrante el PAX No se necesita utilizar una
constante para evaluar la integral indefinida [ P(x)dx

Multiplique la forma normal de la ecuacion diferencial por el factor
integrante. El lado izquierdo de la ecuacion resultante es
automaticamente la derivada del factor integrante vy y:

% [efP(x)dxy] _ efP(x)de(x)

Integra ambos lados de esta ultima ecuacion y resuelva para y.
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Ejemplo: Encontrar la solucion general paray’ + y = e*
Solucion Para este ecuacidn se tiene que P(x) =1y Q(x) = e* entonces el

factor integrante seria:
u(x) = efP(x)dx

u(x) = el @

ulx) =e*

Lo que implica que la solucion general sea:

y = mfﬂ(x)(?(x) X

1
Y=z e*(e*)dx

y

2

(1
=—e ¥|=e® +C

y:

~e* + Ce™™
26 e

)

Solucidén general
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Teorema: Solucion de una Ecuacion Diferencial lineal de Primer orden

Un factor integrante para la ecuacion diferencial lineal de primer orden
dy
—+P)y=0Q(Xx)

Es u(x) = el PAX | 4 solucién de la ecuacion diferencial es:

efP(x)dxy _ fefP(x)de(x) +C
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Ejemplo: Encontrar la solucidn general para xy’' — 2y = x?

Solucion La forma normal de la ecuacion dada es:

/ 2 2
y' + P(x)y = Q(x) » y =]y =% P(x) = - Forma normal
Entonces _ 1 1
el POOAx — o-inx® — T 52 Factor integrante
fP(x)dx == f;dx Entonces al multiplicar cada miembro por el factor

Integrante

2 T2 1
—f—dxz—lnx2 y—z——331=—
X x2 x3 x
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Ejemplo: Encontrar la solucion general para xy’ — 2y = x

Solucion La forma normal de la ecuacion dada es:

Y L Y o+
X

x2 x3 x2
d [y 1 | y=x*(nlx|+0)
dx 1x2]  «x

Varias curvas
y f 1 solucién variando C
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Ejemplo: Un tanque que contiene 50 galones de
una disolucion compuesta por 90% de agua vy
10% de alcohol. Una segunda disolucion que
contiene un 50% de agua y 50 % alcohol se
agrega al tanque a una tasa de 4 galones por
minuto. Conforme se anade la segunda, el
tanque empieza a drenar a una tasa de 5 galones
por minuto. Si se supone que la disolucion en el
tanque se agita constantemente écuanto alcohol
permanecera en el tanque después de 10
minutos?

4 gal/min

| N
- :‘\

5 gal/min

| .
L N
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Solucion: Sea y el numero de galones de alcohol en el tanque en cualquier
instante t. Se sabe que cuando t =0y =5. Dado a que el numero de galones
en el tanque en cualquier momento es 50 — t, y que el tanque pierde 5
galones por minuto, se debe perder [5/(50 — t)]y galones de alcohol por
minuto. Por otro lado, el tanque gana 2 galones de alcohol por minuto
entonces la velocidad de cambio de alcohol esta dada por:

dy_2_< 5 )y P(t) = 5/(50 — t)

de” S0 fp(t)dt=f<505_ )dt

2 dy
(50—t>y:2 >
0t dt = —5In|50 — ¢|

dt
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Solucion:
1
t < 50 JP(®)dt _ ,-5In(50-5) —
» e e (50 — 0)5
» La solucion general es
A f L dt-—— _4¢
50—t J (B0—-1t)5 " 2(50—t)*
50—t
y=— +C(50 —t)> Paray=5yt=0
50—-0 20
5=-——+C(50-0)° W C=-co

Solucion particular

_50—t+20 50 — t\°
Y= 50

Finalmente evaluando t = 10

y = 13.45 gal

Lo que representa un 33.6%
de alcohol en la solucion
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Hay una ecuacion no lineal que se reduce a una lineal con una apropiada
sustitucion y es conocida como la ecuacion de Bernoulli, llamada asi por
James Bernoulli.

y'+P(x)y = Qx)y"
Esta ecuacion es lineal si n = 0, vy tiene variables separables si n = 1.

Entonces en el siguiente desarrollo n # 0 yn # 1. Al multiplicar por y™™ vy
por (1 — n) se obtiene que:

y 'y + Py ™™ = Q(x)
A1-n)y™y' +(1-n)Px)y'"™™=10-n)Qx)

d
— O+ 1 - WPE@Y = (1 - m)QE)
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

d
— O+ 1 - WPE@Y = (1= m)QE)

Ahora haremos z = y1™™ |lo que produce la ecuacion lineal

dz

. ++(1—-n)P(x)z=(1—n)Q(x)

Entonces la solucion general de la ecuacion de Bernoulli sera

ylne /A-mP@Ax) _ f(l —n)Q(x)el A-WP@AX) gy 4
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x2%.,-3

y
Solucion: Para esta ecuacion de Bernoulli, sea n = -3, usar la sustitucion

Ejemplo: Encontrar la solucion de y' + xy = xe™

z=y* P(x) = 4x
I 3./
z =4y7y ) jP(x)dx = f4xdx = 2x?
B y' +xy=xe*y3

Siendo el factor integrante e2*”

Multiplicando por 4y3 ) 2

2
, 7'e?*” 4 Axze?*" = 4xe*

X

4y3y" + 4xy* = 4xe”

2 2

z' +4xz = 4xe™* [Zezxz] = 4xe”*

dx
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x2%.,-3

y
Solucion: Para esta ecuacion de Bernoulli, sea n = -3, usar la sustitucion

Ejemplo: Encontrar la solucion de y' + xy = xe™

d
o [zezxz] = 4xe*’
Regresar el cambio z = y* de esta forma la

2 2 lucion general
702X :f4xex dx solucion general es

4 —x2 —Zx2
y*=2e " +Ce
ze2X% = 2ex* 4 (C

z=2e* 4 Ce 2"
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Ecuacion diferenciales lineales de primer orden

Resumen de ecuaciones diferenciales de primer orden

Meétodo Forma de la ecuacion

1. Variables separables M(x)dx + N(y)dy =0

M(x)dx + N(y)dy = 0, donde My N

2. Homogéneas , , .
son homogéneas de n-ésino grado

3. Lineal y'+ P(x)y = Q(x)

4. Ecuacion de Bernoulli y +P(x)y =Q(x)y"
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Curiosidad

Nota: Las ecuaciones de Lotka-Volterra, conocidas también con el nombre de
ecuaciones predador-presa. Son un par de ecuaciones diferenciales de primer
orden no lineales que se usan para describir dinamicas de sistemas bioldgicos en el
gue dos especies interactuan, una como presa y la otra como el depredador.

Fueron propuestas de forma independiente por Alfred J. Lotka en 1925 y Vito
Volterra en 1926 y las ecuaciones tienen la forma:

dx B .
— =x(a—by)

y es el numero de algun
depredador, x es el numero de
sus presas dy/dt y dx/dt
representan la variacion de la
poblacion en el tiempo

dy
o7 = ~y(c—dx)
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Curiosidad

Nota: Las ecuaciones de Lotka-Volterra, conocidas también con el nombre de
ecuaciones predador-presa. Son un par de ecuaciones diferenciales de primer
orden no lineales que se usan para describir dinamicas de sistemas bioldgicos en el
gue dos especies interactuan, una como presa y la otra como el depredador.

Fueron propuestas de forma independiente por Alfred J. Lotka en 1925 y Vito
Volterra en 1926 y las ecuaciones tienen la forma:

ab,cyd son parametros
(positivos) que representan las
interacciones de las dos
especies.
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Curiosidad

Las ecuaciones tienen soluciones periodicas. Estas soluciones no tienen una
expresion simple en términos de las funciones trigonométricas habituales, aunque
son bastante manejables

Una linealizacion de estas ecuaciones produce una solucion muy similar al
movimiento armonico simple con la poblacion de depredadores detras de |la presa

en 90° en el ciclo A Linearized version — prey
—— predator

INN

time

population
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Curiosidad

El modelo depredador-presa de Lotka-Volterra hace una serie de suposiciones
sobre el medio ambiente y la biologia de las poblaciones de depredadores y
presas:

1. La poblacion de presas encuentra abundante comida en todo momento.

2. El suministro de alimentos de l|a poblacion de depredadores depende
completamente del tamafo de |la poblacion de presas.

3. Latasa de cambio de la poblacion es proporcional a su tamano.
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Curiosidad

El modelo depredador-presa de Lotka-Volterra hace una serie de suposiciones
sobre el medio ambiente y la biologia de las poblaciones de depredadores y
presas:

4. Durante el proceso, el entorno no cambia a favor de una especie y la adaptacion
geneética es intrascendente.

5. Los depredadores tienen un apetito ilimitado.

6. Ambas poblaciones pueden ser descritas por una sola variable. Esto equivale a
suponer que las poblaciones no tienen una distribucion espacial o de edad que
contribuya a la dinamica.
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